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摘 要：为了满足特定通信与雷达应用中的频谱约束要求，给出了稀疏互补集的这类新型序列集，并提出了一

种基于受限广义布尔函数的稀疏互补集构造方法，该序列集具有良好的非周期自相关特性和非周期互相关零相

关区特性。基于受限广义布尔函数理论，通过改变受限变量，可实现序列长度、零相关区宽度以及零元素位置

和数量的灵活调整。该构造方法使稀疏互补集能适应多样化的频谱需求，且在满足m和 v奇偶性不同的条件下，

序列集的峰值平均功率比可小于理论界限。此外，跟已有文献相比，构造的稀疏互补集在码率和最小汉明距离

方面均具有一定的优势，有助于提升数据传输效率和系统的纠检错能力。
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Abstract: To meet the spectral constraint requirements in specific communication and radar applications, a novel class of 

sequence set named sparse complementary set (SCS) and a construction method utilizing restricted generalized Boolean 

function (RGBF) were presented. These sequence sets were shown to exhibit excellent aperiodic autocorrelation proper‐

ties and aperiodic cross-correlation zero correlation zone characteristics. Leveraging RGBF theory, the sequence length, 

zero correlation zone (ZCZ) width, the position and number of zero elements were flexibly adjusted through altering the 

restricted variables. This construction method was shown to enable SCS to adapt to diverse spectrum management needs, 

and under conditions where the parity of mand vdiffered, the peak-to-average power ratio (PAPR) of the sequence sets 

was found to be lower than the theoretical bound. Furthermore, compared with existing literature, the proposed SCS dem‐

onstrates advantages in both code rate and minimum Hamming distance, which contribute to improve data transmission 

efficiency and enhance error detection and correction capabilities of the system.
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0　引言

Golay 互 补 对 （GCP, Golay complementary 

pair）最初由Golay提出[1]，其后被进一步拓展为互

补序列集（CSS, complementary sequence set）[2]。

CSS中所有序列的非周期自相关和（AACS, aperi‐

odic auto correlation sum）在任意非零时移处都为

零，这一优良特性使其在通信领域展现出了广泛的

应用潜力，包括雷达信号处理[3]、信道估计[4]及正

交频分复用（OFDM, orthogonal frequency division 

multiplexing）系统的峰值功率控制[5-7]等关键领域。

当前关于互补序列的研究虽较多，但大多聚焦

于自相关性能，对CSS内序列间的互相关特性关注

不足，这是因为传统研究通常假定CSS的序列是在

正交的频率或时间信道上传输，然而实际通信或雷

达系统中难以实现完全正交，信号在传输过程难免

发生相互干扰。因此，具备优良非周期互相关函数

（ACCF, aperiodic cross correlation function）特性的

CSS对于抑制系统中干扰尤其重要。为此，文献[8]

中提出了一种高效的优化算法，用于构建准正交零

相关区序列对。该类序列不仅具有接近零的AACS

特性，且其ACCF在特定区域内也维持在极低的水

平，用于雷达系统可显著降低系统中的干扰，提升

整体性能。

低峰值平均功率比（PAPR, peak-to-average 

power ratio）是互补序列设计的另一关键指标。由

于GCP的PAPR的上界为 2，最早被用作OFDM系

统的传输码字[5]。Davis等[9]提出了基于布尔函数的

Golay 互补对的构造方法，所得序列被称为标准

Golay互补对[10]。为了满足更多的应用需求，Pat‐

erson等[11]提出了基于广义布尔函数（GBF, general‐

ized Boolean function）得到多进制CSS的理论。然

而，该类方法所构造的序列长度受限于2的幂次，限

制了其实际应用的灵活性。针对该局限，文献[12-14]

提出了非2次幂长度的q元CSS的新构造；文献[15]

进一步提出通过级联GCP或CSS中序列以构建非

2 次幂长度CSS的途径，该类序列具备低 PAPR和

良好纠错能力，但在相移键控星座下当码长较长时

码率会变得非常低。为提高码率，文献[16]将多相

Golay 互补序列 （GCS, Golay complementary se‐

quence）拓展到正交调幅（QAM, quadrature ampli‐

tude modulation）GCS。相较于多相 GCS，QAM 

GCS具有更大的集合尺寸和更高的码率，且PAPR

仅略有增加。类似地，文献[17]指出，在相同的

PAPR约束下，采用16-QAM GCS的OFDM系统相

较于仅使用二进制或四进制GCS可实现更高的码

率传输，显著提升系统效率。

尽管上述有关CSS设计在低PAPR和高码率方

面取得了一定的进展，却普遍忽视了OFDM系统

中频谱零值约束这一实际问题。传统OFDM系统

中常保留部分子载波不传输信号，以提升信号处理

的精度并抑制干扰[18]。例如，直流子载波常置为

“频谱零”以消除射频传输过程中D/A和A/D转换

中引入的偏移；频谱边缘的保护带被置零，旨在避

免临频干扰[19]；合理配置零子载波位置还可有利

于提升载波频偏估计的精度[20]。近年来，随着认

知无线电技术的发展，对满足频谱零值约束

（SNC, spectral null constraint）的非连续频谱 CSS

的需求日益突出[21-22]。然而，传统CSS难以直接

适用于此类频谱受限场景，且非连续频谱CSS通常

伴随更高的PAPR。因此，构建在指定子载波位置

具备频谱零值、同时保持低PAPR的CSS，具有重

要的理论价值和应用前景。

目前该方向研究成果较少，主要包括基于受限

布尔函数的稀疏互补对[23]和通过两条序列拼接成

一条序列并在中间插零方式构建的互补集[24]。为

此，本文提出一类新型的复数值稀疏互补集

（SCS, sparse complementary set），重点研究包含 4

条序列、每条序列含多个零元素的CSS的构造方

法，以满足特定频谱约束需求，并兼具AACS和零

相关区（ZCZ, zero correlation zone）特性。本文以

受限广义布尔函数（RGBF, restricted generalized 

Boolean function）作为理论基础[12,25]，通过约束特

定变量实现对序列集的序列长度、ZCZ宽度、零元

素数量和位置以及PAPR灵活控制。该方法可显著

提升SCS在频谱管理中的适应能力。此外，随着稀

疏信号处理技术的发展，序列的稀疏性也有助于实

现低复杂度、低时延与低存储需求的硬件架

构[26-27]，可进一步拓展其应用潜力。

1　基本概念

本节主要介绍一些与本文相关的序列设计的数

学符号和基础理论知识，这些定义的符号与关键概

念将贯穿于全文，是支撑后续所有研究工作的

基础。
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1.1　符号定义

符号定义如表1所示。

1.2　相关函数

定义 1 [28] 设序列 a = (a (0 ),a (1),⋯,a ( L -
1) )和 b = (b (0 ),b (1),⋯,b ( L - 1) )是两条长度为 L

的复值序列，序列 a 和 b 在位移 u 处的 ACCF 定

义为

ρa,b(u) =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

∑
i = 0

L - 1 - u

a (i )b* (i + u ) ,0 ≤ u ≤ L - 1

∑
i = 0

L - 1 + u

a (i - u )b* (i ) ,-( )L - 1 ≤ u ≤ -1

0,        || u ≥ L

 (1)

当 a = b 时，称 ρa,a(u)为序列 a 的非周期自相

关函数（AACF, aperiodic auto correlation function），

简记为ρa(u)。
对于任意的复值序列a、b以及位移u，均有以

下等式成立

ρa,b(u) = ρ*
b,a( - u) (2)

1.3　稀疏互补序列集

定义 2 设F = {F0,F1,⋯,FK - 1}是K条长度为

L的复数值序列集，其中每条序列均含有N个零元

素，当以下两个条件成立时

∑
i = 0

K - 1

ρFi
( )u =

ì
í
î

0, u ≠ 0

K ( )L - N , u = 0
(3)

ρFk ,Fk′
(u) =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

L - N, u = 0,k = k′
0, 0 < || u < ZA,k = k′
0, || u < ZA,k ≠ k′

(4)

则称序列集 F为 SCS，简记为 (K,L,ZA,S ) - SCS，

其中，k,k′ ∈ {0,1,⋯,K - 1}，ZA 表示 ZCZ 的宽度，

S =
N
L
表示稀疏度。

当式(3)成立且 S = 0时，上述SCS转化为众所

周知的GCS。

1.4　OFDM信号的相关性能

设OFDM系统的子载波数量为L，对于复值序

列F = (F (0) ,F (1) ,⋯,F (L - 1) )，其对应的OFDM

传输信号是下述复包络SF(t )的实部，写为

SF(t ) = ∑
i = 0

L - 1

F (i )ej2π ( )fc + iΔf t ,  0 ≤ t < T (5)

其中，fc 表示中心载波频率，△f =
1
T
表示子载波

间距，T为OFDM信号持续时间。长度为L的序列

F称为OFDM信号的调制序列，调制序列的瞬时能

量可表示为

PF(t ) = | SF(t ) |
2

(6)

序列F的PAPR定义为

PAPR (F ) =

sup
t ∈ )[0,T

PF ( t )

Pav( )F
  (7)

其中，Pav(F )是F的平均功率，表示为

Pav(F ) =
1
T ∫0

T

PF(t )dt =  F
2

(8)

因此，序列集F的PAPR定义为

PAPR (F ) = max
Fi ∈ F

PAPR (Fi ) (9)

引理1[29]  设集合F是大小为K的CSS，其中

所有序列的长度和能量相同，那么F的PAPR的上

界为K。

为进一步分析本文设计的CSS在码率方面的性

能，码键控OFDM序列的码率定义为

R (F ) = ë ûlogq ||F
L

(10)

其中，q为星座大小，|F |和L分别为码本F的集合

大小和码字长度（子载波数目）。

最小汉明距离是评价CSS性能的另一关键指

标，它衡量码本中任意两个不同码字之间的最小差

异。最小汉明距离越大，意味着该系统的检纠错能

力越强。集合F的最小汉明距离定义为

dmin (F ) = min { d ( Fk,Fk' ):Fk,Fk' ∈ F,k ≠ k' }  (11)

其中，d ( Fk,Fk' ) = ω ( Fk - Fk' )，ω ( Fk - Fk' )代表

  表1　 符号定义

符号

Zq = {0,1,⋯,q - 1}

ζ = e
j
2π
q

x*

 F

|F |

ë ûx

含义

模q剩余类环

q次本原单位根

复数x的共轭

序列F的二范数

集合F的大小

小于或等于x的最大整数
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向量Fk - Fk'的汉明重量。

为了更好地衡量不同长度码字的检纠错能力，

本文引入相对最小汉明距离概念，具体定义为

δ =
dmin

L
(12)

其中，L为码字长度，dmin 为长度为 L的码字最小

汉明距离。

1.5　受限广义布尔函数

RGBF 作为 GBF 的拓展，本节首先介绍 GBF

的概念[12]，再介绍RGBF的概念[25]。

令 x = ( x1,x2,⋯xm ) ∈ Zm
2，广义布尔函数 f ( x)

定义为一个从 {0,1}m
到 Zq 的映射 f。给定 f ( x)，

定义

f = ( f (0) ,f (1) ,⋯f (2m - 1) ) (13)

其 中 ， f (i ) = f (i1,i2,⋯im )， (i1,i2,⋯im ) 为 整 数

i =∑
k = 1

m

ik 2k - 1 的二进制向量表示。定义 ψ ( f ( )2m )为
f (2m )对应的长度为2m的复数值序列，写为

ψ ( f ( )2m ) = (ζ f ( )0 ,ζ f ( )1 ,⋯,ζ
f ( )2m - 1 ) (14)

下面介绍RGBF的定义。假设有两个集合，其

中，一个是包含 v个元素的集合U = {u1,u2,⋯,uv} ⊂ 

{ 1,2,⋯,m }，另一个是包含 m - v 个元素的集合

U′ = { u′1,u′2,⋯,u′m - v }⊂ { 1,2,⋯,m } \U， 其 中 0 ≤
v < m。 令 x = ( xu1

,xu2
,⋯,xuv )， d = (d1,d2,⋯,dv )，

其中 dl ∈ {0,1}，1 ≤ l ≤ v，f |x = d 是通过将 f中的变

量 x限定为已知的 d来定义。对于α = 1,2,⋯,v，如

果 iuα
= dα，则复数值序列 ψ ( f (2m )) |x = d 的分量为

ζ f ( )i ，否则为零。

设 L、k1 和 k0 为 3个正整数，k0 = ∑
α = 1

v

dα2
uα - 1，

k1 = k0 + ∑
α = 1

m - v

2u′α - 1。定义ψ ( f ( )L ) |x = d 为截断序列，

去掉前k0个元素和后2m - 1 - k1个元素得到的复值

序列，得到的序列长度为 L = k1 - k0 + 1。为了简

化描述，本文后面章节都用 f |x = d来表示 f ( L )|x = d。

例 1 令 q = 4，m = 3，v = 1，x = ( x2 )，d =

(0)，由GBFf = 2x2 x1 + 2x1 x3 + x2得到的序列为 f =

(00130211)， 对 应 的 复 值 序 列 为 ψ ( f ) =

(ζ 0,ζ 0,ζ 1,ζ 3,ζ 0,ζ 2,ζ 1,ζ 1 )。 由 RGBF 得 到 的 序 列

ψ ( f ) |x2 = 0 = (ζ 0,ζ 0,0,0,ζ 0,ζ 2,0,0)，截断后 L = 6 的

序列为ψ ( f ) |x2 = 0 = (ζ 0,ζ 0,0,0,ζ 0,ζ 2 )。
2　稀疏互补集的构造方法

为了得到更多满足不同频谱约束需求的SCS，

同时使得到的SCS具有低PAPR、高码率、大汉明

距离，本节在文献[23]得到的稀疏互补对基础上，

通过引入RGBF这类工具，对参数K = 4且具有集

内非周期互相关零相关区的新SCS的直接构造方法

进行研究。相较于文献[24],本文得到的SCS可以实

现零元素位置和数量的灵活调整，可适应多样化的

频谱需求。

定理1 设q是偶数，m和v是整数且满足m > 2，

v ≤ m - 2，π是集合{1,2,⋯m}的排列且满足条件

π (m) = m，π (m- 1)= m - 1。令x =( xπ ( )1 ,xπ ( )2 ,⋯,xπ ( )v )

和d = (d1,d2,⋯,dv )。RGBF定义为

f1|x = d =
q
2 (∑s = 1

m - 2

xπ ( )s xπ ( )s + 1 +∑
s = 1

v

λs xπ ( )s xm +

))∑
s = 1

v - 1

dsds + 1 +∑
s = 1

m

μs xπ ( )v + μ  (15)

f2|x = d = f1 +
q
2

xm (16)

f3|x = d = f1 +
q
2

xπ ( )v + 1 (17)

f4|x = d = f1 +
q
2

xπ ( )v + 1 +
q
2

xm (18)

其中，μ,μs,λs ∈ Zq，则序列集

F = (F1,F2,F3,F4 ) =

(ψ ( f1 ) |x = d,ψ ( f2 ) |x = d,ψ ( f3 ) |x = d,ψ ( f4 ) |x = d )  (19)

是参数为(4,L,ZA,S )的SCS，其中L = ∑
α = v + 1

m

2π ( )α - 1 + 1，

ZA = ∑
α = 1

v

2π ( )α - 1 + 1，S =
L - 2m - v

L
。

证明 详见附录1。

例 2 设 q = 4，m = 5，v = 2，π = (1,3,2,4,5)， 

令x = ( x1,x3 )，d = (0,0)，取λs = [1,1]，μ = 0，μs =

[1,0,0,0,0]，可得4个RGBF为

f1|x = d = 2 ( x1 x3 + x2 x3 + x2 x4 + x1 x5 + x3 x5 ) + x3

f2|x = d = f1 + 2x5

··189
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f3|x = d = f1 + 2x2

f4|x = d = f1 + 2x2 + 2x5

集合F可具体表示为

F1 = (ζ 00ζ 000000ζ 00ζ 200000ζ 00ζ 000000ζ 00ζ 2 )
F2 = (ζ 00ζ 000000ζ 00ζ 200000ζ 20ζ 200000ζ 20ζ 0 )
F3 = (ζ 00ζ 200000ζ 00ζ 000000ζ 00ζ 200000ζ 00ζ 0 )
F4 = (ζ 00ζ 200000ζ 00ζ 000000ζ 20ζ 000000ζ 20ζ 2 )
通过验证可知，例2得到的互补集F是参数为

(4,27,6,19/27)的 SCS且具有低的 PAPR值。图 1展

示了互补集F的非周期自相关和，可知序列 F1、

F2、F3 和F4 在任何非零时移处的AACS都为零的

特性。图 2展示了序列F1与F2的非周期互相关值

特性，可以看出ZCZ宽度为 6。图 3展示了互补集

F的瞬时平均功率比，可知其峰值平均功率比为

3.849，小于理论界4。  

3　性能分析

3.1　得到的SCS的PAPR分析

用P1表示集合F的PAPR值，表2列出了F在部

分m和 v条件下的PAPR。通过表2可以看出，当参

数m和 v的奇偶性不同时，P1小于理论界，即P1< 

4.000 0。例如，序列集长度为15、29、63、57时，

P1<4.000 0，其他情况下P1=4.000 0。

3.2　得到的SCS的码率分析

由文献[24]可得，定理 1生成F的集合大小为

v!(m - 2 - v)!qm + 2v，设集合F的码率R1为

R1 = ë ûlogq( )v!( )m - 2 - v !qm + 2v

∑
α = v + 1

m

2π ( )α - 1 + 1

(20)
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图1　互补集F的非周期自相关和
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  表2　 F在部分m和v条件下的PAPR

m

3

4

4

5

5

5

6

6

6

6

v

1

1

2

1

2

3

1

2

3

4

受限变量

x1

x1

x1 x2

x1

x1 x2

x1 x2 x3

x1

x1 x2

x1 x2 x3

x1 x2 x3 x4

L

7

15

13

31

29

25

63

61

57

49

P1

4.000 0

3.442 5

4.000 0

4.000 0

3.442 5

4.000 0

3.654 3

4.000 0

3.442 5

4.000 0
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表 3 列出了 R1与 L、N、m 和 v 的关系。通过

表 3可知，对于给定的m和 v值，随着零元素个数

N的增加，R1呈下降趋势，如m = 3,4时所示。这

是因为在序列中插入零元素，虽然延长了序列的总

长度，但并未增加有效码字的数量，因此导致了码

率的降低。然而，当m值较大时，码率的降低幅度

并未随N的增加而明显加剧，这是因为当m较大

时，序列的冗余度对零元素数量的敏感度有所降

低，如m = 5时所示。此研究为后续实际应用的参

数设置提供一定的理论依据。

3.3　得到的SCS的最小汉明距离分析

本文提出的 SCS 构造方法与广义 Reed-Muller

码存在密切的内在联系，定理1生成的SCS可视为

广义一阶Reed-Muller码RMq (r,m )的某二阶陪集中

的码字，这是因为构造中采用的广义布尔函数

fi|x = d（i = 1,2,3,4）是定义在二元域 Z
2m 上的函数，

其所有可能的线性组合构成了一个映射空间，该空

间恰好是广义 Reed-Muller 码 RMq (2,m ) 的一个子

集。因此可得到定理 1 生成F集合的最小汉明距

离dmin为

dmin = 2m - 1 - 2v + 1 (21)

以m = 3、4、5、6为例，表4列出了最小汉明

距离dmin与参数L、m和 v之间的关系。通过表4可

知，最小汉明距离受参数 L、m 和 v 的共同影响，

本文得到的SCS都具有较大的汉明距离，应用于系

统具有较强的检纠错能力。

3.4　对比分析

本节将本文得到的 SCS与文献[12,23-24]进行

对比。与文献[12]相比，本文得到的SCS突破了文

献[12]得到的CSS不能满足频谱约束需求的不足。

与文献[23]相比，本文将文献[23]得到的稀疏互补

对扩展到了互补序列条数K = 4的SCS，那么本文

得到的 SCS用于MIMO系统将更便于进行联合信

道估计和有效的数据监测等。与文献[24]相比，本

文得到的SCS由于考虑了集内非周期互相关ZCZ特

性更利于抑制系统干扰；在谱零位置上，文献[24]

通过把一对互正交的互补序列对拼接成一条互补序

列实现在序列中间插零，即需要一对互正交的互补

序列集拼接成一个互补序列集，本文SCS的互补序

列通过改变RGBF中的受限变量可灵活实现多个位

置元素为零，不局限于序列中间，更利于满足实际

应用需求。以文献[24]中的例 2为例，通过两对 96

长的相互正交互补序列集拼接成了长度为 193 的

CSS，此CSS只在中间位置存在零元素；本文通过

限定变量 x1,x2,x3,x4,x5,x6=0，可实现在 3 块不同区

域直接进行插零。

本文的SCS除了以上优点外，在码率和最小汉

明距离方面相较于文献[12,24]也有明显优势。表 5

列出了部分长度下本文与文献[12,24]的码率对比情

况，其中，本文码率用R1表示，文献[24]码率用R2

表示，文献[12]码率用R3表示。通过表 5可知，R1

相较于R2和R3都有明显优势，当 L = 49时，R1比

R2高0.102 0，比L = 48时R3高0.118 2。

在最小汉明距离方面，为了更好地对比不同长

度CSS的纠检错码能力，本文引入相对最小汉明距

离，具体定义如式(12)所示，其中，文献[12]的最

小汉明距离为 2m - 3，文献[24]的最小汉明距离为

2m - 2。表6展示了本文与文献[12,24]在相对最小汉

  表3　 R1与L、N、m和v的关系

m

3

4

5

v

1

1

2

1

2

3

L

7

14

15

13

28

30

31

26

27

29

25

N

3

6

7

9

12

14

15

18

19

21

21

R1

0.714 3

0.428 6

0.400 0

0.615 4

0.250 0

0.233 3

0.225 8

0.346 2

0.333 3

0.310 3

0.480 0

  表4　 dmin与L、m和v的关系

m

3

4

5

5

6

6

6

v

1

1

1

2

1

2

3

L

7

15

31

29

63

61

57

dmin

3

7

15

13

31

29

25
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明距离方面的对比情况，其中，δ1表示本文的相对

最小汉明距离，δ2表示文献[24]的相对最小汉明距

离，δ3表示文献[12]的相对最小汉明距离。根据表

6可知，在相同m、v参数时，除m = 3、v = 1情况

外，本文的相对最小汉明距离都大于文献[12]与文

献[24]的相对最小汉明距离，说明本文的SCS具有

更强的检纠错能力。 

4　结束语

本文围绕满足特定通信系统中频谱约束需求这

一目标，提出了一类基于 RGBF 构造的 SCS 的方

法，系统分析了其在PAPR、码率和最小汉明距离

方面的性能特性。研究结果表明，该序列集在非周

期自相关与互相关性能方面表现优异，尤其在ZCZ

特性上具有显著优势。通过灵活设置受限变量，实

现了对序列长度、零相关区宽度以及稀疏结构中零

元素位置与数量的有效控制，从而增强了序列集在

多样化频谱约束场景中的适应能力。在系统性能方

面，本文提出的稀疏互补集在满足参数m和 v奇偶

性不同条件下，其PAPR可低于现有理论界限，有

助于提升发射机功率效率并降低信号失真风险。与

已有文献相比，本文构造在码率与最小汉明距离两

个关键指标上均表现出优势，不仅提高了频谱利用

率，也增强了系统的纠错与检错能力，对提升通信

可靠性与数据传输效率具有实际意义。

附录1　定理1证明

为不失一般性，本文考虑d = 0v，其中0v是长度为 v的

全零向量。由定理 1 得到的序列集为F = (F1,F2,F3,F4 ) =

(ψ ( f1 ) |x = d,ψ ( f2 ) |x = d,ψ ( f3 ) |x = d,ψ ( f4 ) |x = d )， 其 中 ， Fk

可 写 为 Fk = (Fk,0,Fk,1,⋯,Fk,L - 1 )， k = 1,2,3,4。 若

(iπ ( )1 ,iπ ( )2 ,⋯,iπ ( )v ) ≠( )d1,d2,⋯,dv ， 则 Fk,i = 0； 若 α = 

1,2,⋯,v，iπ ( )α = dα，则Fk,i = ζ fk( )i 。在此基础上证明式(3)和

式(4)成立即可。

首先证明式(3)成立。由于 ρ (Fk ; u) = ρ*(Fk ; -u)成立，

当证明 F 是大小为 4 的互补集时，只需证明 u > 0 时

∑
Fk ∈ F

∑
i = 0

L - 1 - u

ζ
Fk,i + u - Fk,i = ∑

i = 0

L - 1 - u ∑
Fk ∈ F

ζ
Fk,i + u - Fk,i = 0。对于任意

整数 i 和 j，设 j = i + u，且 ( j1,j2,⋯,jm )和 (i1,i2,⋯,im )分别

是整数 j =∑
l = 1

m

jl2
l - 1 和 i =∑l = 1

m il2
l - 1 的二进制表示。考虑

到若 ( jπ ( )1 ,jπ ( )2 ,⋯,jπ ( )v ) ≠ (d1,d2,⋯,dv )或 (iπ ( )1 ,iπ ( )2 ,⋯,iπ ( )v ) ≠ 

(d1,d2,⋯,dv )，则 Fk,j F
*
k,i = 0，因此，整个证明过程中只需

要关注非零元素的乘法，也就是 Fk,j F
*
k,i ≠ 0，这也意味着

( jπ ( )1 ,jπ ( )2 ,⋯jπ ( )v ) = (iπ ( )1 ,iπ ( )2 ,⋯iπ ( )v ) = (d1,d2,⋯,dv )。 下 面

从4个方面进行讨论。

情况1：如果 im ≠ jm，则对于任意的序列Fk ∈ F，存在

F ′k = (F ′k,0,F ′k,1,⋯,F ′k,L - 1 ) = Fk +
q
2

xm ∈ F， 能 够 使 Fk,j -
Fk,i - F ′k,j + F ′k,i =

q
2 (im - jm ) ≡ q

2
 (mod q)， 可 以 得 到

ζ
Fk,j - Fk,i

ζ
F′k,j - F′k,i

= ζ
q
2 = -1， 即 ζ

Fk,j - Fk,i + ζ
F′k,j - F′k,i = 0。 因 此 有

∑
Fk ∈ F

ζ
Fk,i + u - Fk,i = 0。

情况 2：如果 iπ ( )v + 1 ≠ jπ ( )v + 1 ，那么就会存在 F ′k =

(F ′k,0,F ′k,1,⋯,F ′k,L - 1 ) = Fk +
q
2

xπ ( )v + 1 ∈ F，能够使 ζ
Fk,j - Fk,i +

ζ
F′k,j - F′k,i = 0，与情况1类似，也有 ∑

Fk ∈ F
ζ

Fk,i + u - Fk,i = 0。

情况 3：如果 iπ ( )v + 1 = jπ ( )v + 1 ，im = jm = 0，设 t是满足

iπ ( )t ≠ jπ ( )t 的最小整数，i′和 j′分别是在位置 π (t - 1)上不同

于 i和 j的整数，即 i′π ( )t - 1 = 1 - iπ ( )t - 1 ，j′π ( )t - 1 = 1 - jπ ( )t - 1 ，

j′ = i′ + u，则可以得到

  表6　 相对最小汉明距离对比

m

3

4

5

5

6

6

6

v

1

1

1

2

1

2

3

δ1

0.428 6

0.466 7

0.483 9

0.448 3

0.492 1

0.475 4

0.438 6

δ2

0.666 7

0.400 0

0.444 4

0.400 0

0.470 6

0.444 4

0.400 0

δ3

0.333 3

0.200 0

0.222 2

0.200 0

0.235 3

0.222 2

0.200 0

  表5　 不同L下的码率

L[ 本文,24 ]

13

14

15

25

26

27

29

49

50

97

113

R1

0.615 4

0.428 6

0.400 0

0.480 0

0.346 2

0.333 3

0.310 3

0.326 5

0.260 0

0.237 1

0.168 1

R2

0.384 6

0.357 1

0.333 3

0.280 0

0.269 2

0.296 3

0.275 9

0.224 5

0.220 0

0.119 2

0.137 9

L[12 ]

6

9

12

17

20

24

33

34

48

65

96

R3

0.500 0

0.555 6

0.416 7

0.470 6

0.350 0

0.291 7

0.333 3

0.294 1

0.208 3

0.230 8

0.135 4
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Fk,i′ - Fk,i =

q
2 (iπ ( )t - 2 i′π ( )t - 1 - iπ ( )t - 2 iπ ( )t - 1 + i′π ( )t - 1 iπ ( )t -

)iπ ( )t - 1 iπ ( )t + λt - 1i′π ( )t - 1 im - λt - 1iπ ( )t - 1 im +

μt - 1i′π ( )t - 1 - μt - 1iπ ( )t - 1 ≡
q
2 (iπ ( )t - 2 + iπ ( )t + λt - 1im ) +

μt - 1 - 2μt - 1iπ ( )t - 1 (mod q)
第一个等式由 i和 i′只在一个位置π (t - 1)上不同得出。

假设 t ≥ 3，对于 t = 2的情况，可以把前面方程中涉及 t - 2
的项去掉，同时因为 iπ ( )t - 2 = jπ ( )t - 2 ， iπ ( )t - 1 = jπ ( )t - 1 ，

可得
Fk,j - Fk,i - Fk,j′ + Fk,i′ ≡
q
2

(iπ ( )t - 2 - jπ ( )t - 2 + iπ ( )t - jπ ( )t + λt - 1im -
λt - 1 jm ) - 2μt - 1 (iπ ( )t - 1 - jπ ( )t - 1 ) ≡
q
2 (iπ ( )t - jπ ( )t ) ≡ q

2
  (mod q)

即 ζ
Fk,j - Fk,i + ζ

F′k,j - F′k,i = 0。 因 此 可 以 得 到 

 ∑
Fk ∈ F

( )ζ
Fk,i + u - Fk,i + ζ

Fk,i′ + u - Fk,i′ = 0。

情 况 4： 如 果 iπ ( )v + 1 = jπ ( )v + 1 ， im = jm = 1， 即 i,j ≤
∑

α = v + 1

m

2π ( )α - 1 + 1。为了简单起见，令σ (α) = π (m + 1 -α )。

假设 β是满足 i
σ ( )β ≠ j

σ ( )β 的最小整数，i′和 j′分别是在位置

σ ( β - 1) 上不同于 i 和 j 的整数，即 i′σ ( )β - 1
= 1 - i

σ ( )β - 1
，

j′σ ( )β - 1
= 1 - j

σ ( )β - 1
， 接 下 来 可 以 得 到 i′,j′ ≤

∑α = v + 1

m 2π ( )α - 1 - 2σ ( )β - 1 + 1 < L。因此，与情况 3 相似，

存 在 i′ 和 j′ 使 ζ
Fk,j - Fk,i + ζ

F′k,j - F′k,i = 0， 也 可 以 得

到 ∑
Fk ∈ F

( )ζ
Fk,i + u - Fk,i + ζ

Fk,i′ + u - Fk,i′ = 0。

综合情况1到情况4，可知式(3)成立。接下来证明式(4)
成立。

当 k = k′时，需要考虑的是序列集F的非周期自相关，

情况1~情况4已证明过，不再重复。

当 k ≠ k′ 且 u ≠ 0 时 ， 需 要 证 明 0 < u < ZA 时

ρ (Fk,Fk′ ; u) = 0成立。因为 π (m) = m，与情况 4类似，可

以得到 im = jm，因此有 iπ ( )m = jπ ( )m 。为了简单起见，令

σ (α) = π (m + 1 - α)，假设 β是满足 i
σ ( )β ≠ j

σ ( )β 的最小整

数，且 i′和 j′分别是在位置 σ ( β - 1)上不同于 i和 j的整数，

同情况3和情况4类似，可以得到 ζ
Fk,j - Fk′,i + ζ

Fk,j′ - Fk′,i′ = 0。

当 k ≠ k′，u = 0 时，需要证明 ρ (Fk,Fk′ ; 0) = 0。由于

iπ ( )α = dα，1 ≤ α ≤ v，那么可得 ρ (Fk,Fk′ ; 0) = ∑
i = 0

L - 1

Fk,i F
*
k′,i。

假设 k = 1，k′ = 3，则 ρ (Fk,Fk′ ; 0) = ∑
i = 0

L - 1

F1,i F *
3,i = ζ

q
2

iπ ( )v + 1 ，

其中 iπ ( )v + 1 是 i的二进制表示的第π (v + 1)位。根据文献[29]

中注解1可知，每条序列有2m - v个非零元素，因此可以找到

2m - v - 1 对满足 ζ
F1,j - F3,i = ζ

q
2 = -1 的序列，以及另外的

2m - v - 1 对满足 ζ
F1,j - F3,i = ζ 0 = 1 的序列。因此可得到

ρ (Fk,Fk′ ; 0) = 0。同理，当 k和 k′分别取{1,2,3,4}时，证明

方法类似。证毕。
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